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Zusammenfassung

In bedeutenden Modellen der neuen Wachstumstheorie wird Wachstum entwe-
der durch eine zunehmende Produktvielfalt oder durch Qualitdtsverbesserungen
bestehender Produkte modelliert. Wachstum im Romer-Modell (ROMER (1990))
basiert auf einer zunehmenden Anzahl von Produkten, bei Grossman und Help-
man wird Wachstum durch eine zunehmende Qualitit bestehender Produkte ge-
neriert! (GROSSMAN & HELPMAN 1991a, Kap. 4). Beide Modelle haben Vorziige.
Das Romer-Modell erklért die Entwicklung des aggregierten Kapitalstocks besser.
Das Qualitdtenmodell von Grossman und Helpman wird der Sicht Schumpeters
eher gerecht, dass Wachstum durch kreative Zerstérung entsteht. Indem junge
Firmen bestehende Produkte verbessern, verdringen sie die alten Firmen mit den
schlechteren Produkten. Die Okonomie profitiert, weil stiindig bessere Produkte
verfiighar werden. Aulerdem wird bei Grossman/Helpman der Forschungsprozess
treffender modelliert: Es liegt Unsicherheit iiber den Erfolg von Forschung vor.
Im Romer-Modell gibt es diese Unsicherheit nicht. Das vorliegende Modell ver-
bindet die Vorteile beider Modelle. Es behilt die Struktur des Romer-Modells,
implementiert aber Schumpeters Sicht iiber wirtschaftlichen Fortschritt.
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Von Grossman und Helpman gibt es ein ebenso bekanntes Varietitenmodell (GROSSMAN
& HELPMAN 1991a, Kap. 3). Es ist aber dem Romer-Modell sehr &hnlich. Allerdings ist die
Struktur einfacher, und es passt nicht gut zu den empirischen Fakten. Deshalb wird es hier
nicht weiter behandelt.



1 Einleitung

Menschen in den industrialisierten Léndern haben heute einen viel hoheren Le-
bensstandard als ihre Vorfahren. Ein Grund ist, dass sie eine viel groflere Aus-
wahl an Produkten haben. Ganze Sparten, die heute einen sehr grofien Teil der
Konsumausgaben ausmachen (z.B. die Elektronik- und IT-Sparte), gab es vor
wenigen Jahrzehnten noch nicht. Ein anderer, ebenso wichtiger Grund, ist, dass
die Produkte qualitativ immer besser werden. Eine Untersuchung von BILS &
KLENOW (2001) ergab, dass zwischen 1980 und 1996 die durchschnittliche Wachs-
tumsrate der Qualitit von 66 langlebigen Konsumgiitern 3,7% p.a. betrug. Auch
andere Studien finden einen signifikanten Anteil am Wachstum des Sozialpro-
duktes, der auf Qualitatsverbesserungen zuriickzufiihren ist. Beispielsweise ergab
der Boskin-Report,? dass die gewdhnlich gemessene Inflationsrate die tatséchli-
che um 0,6 Prozent jahrlich {iberzeichnete, weil Qualitétsverbesserungen nicht
geniigend beriicksichtigt wurden, obwohl dies ausdriicklich versucht wurde. Eine
geringere tatséchliche Inflationsrate heifit im Umkehrschluss ein hoheres reales
Wachstum der Okonomie.? Qualitétsverbesserungen sind also eine sehr wichtige
Wachstumsquelle.

In Romers bahnbrechendem Artikel ,, Endogenous Technological Change* (ROMER
1990) resultiert Wachstum aber allein dadurch, dass standig neue Produkte (Ka-
pitalgiiter) erfunden werden und diese mit allen alten Zwischenprodukten in der
Produktion eines homogenen Endproduktes eingesetzt werden.? Obwohl jeder
einzelne Produktionsfaktor abnehmende Grenzertrige aufweist, ist anhaltendes
endogenes Wachstum moglich, weil stdndig neue Kapitalgiiter in der Produktion
eingesetzt werden. Dem Kritikpunkt, dass in diesem Modell keine Qualitédtsver-
besserungen existieren, kann noch entgegnet werden, dass die neuen Produkte ein-
fach als bessere alte Produkte interpretiert werden. Allerdings ist der Einwand,

dass auch alle alten Zwischenprodukte Verwendung in der Endproduktherstel-

2Siehe BOSKIN, DULBERGER, GORDON, GRILICHES & JORGENSON (1996), Zahlen hier aus
BiLs & KLENOW (2001). Einen kurzen Uberblick iiber die Problematik der Inflationsmessung
bei Qualitédtsverbesserungen gibt NORDHAUS (1998).

3Fehler in der Messung der Inflationsrate werfen vielfiltige Probleme auf. Beispielsweise
kann es zu einer suboptimalen Geldpolitik kommen, wenn die Zentralbank ihre Strategie stark
an der Inflationsrate ausrichtet.

4Das Modell von GROSSMAN & HELPMAN (1991a, Kapitel 3) ist diesem sehr #hnlich. Darin
werden die neuen Produkte nicht als Zwischenprodukte in der Herstellung eines Konsumgutes
gesehen. Sie werden unmittelbar konsumiert, wobei eine gréflere Vielfalt der Produkte einen
hoheren Nutzen stiftet.
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Abbildung 1: Entwicklung des Kapitalstocks in den U.S.A. zwischen 1929 und
1995 (aus KAaTZ & HERMAN (1997)). Angaben in Milliarden USD.

lung finden, nicht zu entkréften. Das wiirde heiflen, dass beispielsweise in der
Textilindustrie neben neuen, computergesteuerten Hochleistungsmaschinen noch
die ersten elektrischen Siemens-Webstiihle aus dem 19. Jahrhundert eingesetzt
werden!

Das Romer-Modell beschreibt also Wachstum durch eine zunehmende Vielfalt
an Kapitalgiitern. Die zweite wichtige Quelle von Wachstum — Qualitatsverbes-
serungen bestehender Produkte — wird durch das Romer-Modell nicht addquat
behandelt. Andere Modelle behandeln zwar Wachstum durch Qualitidtsverbes-
serungen explizit,” aber sie treffen eine andere Tatsache im Wachstumsprozess
nicht, ndmlich Wachstum des Kapitalstocks. Beispielsweise hat sich in den USA
der reale Kapitalstock zwischen 1929 und 1995 versechsfacht (sieche Abbildung
1).9 Um die Modelle so einfach wie méglich zu machen, wird némlich einfach
angenommen, dass es kein Kapital gibt.

Die vorliegende Arbeit verbindet die Vorteile beider Modelle: Zum einen wird

Wachstum durch Qualitéatsverbesserungen generiert, wobei éltere, minderwertige

Siehe GROSSMAN & HELPMAN (1991a, Kapitel 4), GROSSMAN & HELPMAN (1991b) oder
AGHION & HowrTT (1992).

6Die Zahlen sind allerdings nur eine Approximation fiir den tatsichlichen Kapitalstock,
der nur duflerst schwer zu quantifizieren ist. Sie geben die reale Entwicklung des materiellen,
reproduzierbaren Sachvermdégens in verketteten Dollar mit Basisjahr 1992 an.



Produkte iiberfliissig werden. Zum anderen ist Kapital ein notwendiger Faktor in
der Produktion.

Es wird wie folgt vorgegangen. Kapitel 2 beschreibt das Modell mit sdmtlichen
Annahmen. In Kapitel 3 wird die gleichgewichtige Wachstumsrate einer Markt-
wirtschaft berechnet. Kapitel 4 analysiert die Wohlfahrtseigenschaften. Das letzte

Kapitel fasst dann die Ergebnisse kurz zusammen.

2 Beschreibung des Modells

Die Okonomie besteht aus zwei Sektoren: einem kompetitiven Endproduktsektor
und einem Zwischenproduktsektor, in dem die Kapitalgiiter fiir den Endprodukt-
sektor hergestellt werden. Auflerdem wird in diesem an Qualitdtsverbesserungen
fiir die Kapitalgiiter geforscht. Der Zwischenproduktsektor besteht aus einem
Kontinuum an unterschiedlichen Produktlinien, welches zur Vereinfachung die
Masse eins hat. Endprodukte werden mit Arbeit und Kapitalgiitern iiber folgen-
de Produktionsfunktion hergestellt:”

e

1 Q(9)
Y:L%,_O‘ exp / In Z)\wa(j) dj ) (1)
0 w=1

wobei 0 < a < 1. Der Ausdruck in den runden Klammern kann als Kapital-

Qualitits-Index Dy definiert werden:®

1 Q)
Dy =exp / In Z Nx,(j)| dj
0 w=1

Az, (j) ist die qualitidtsangepasste Einsatzmenge eines Kapitalgutes j. w = 1
ist die niedrigste Qualitétsstufe, Q(j) die hochste in Produktlinie 5.9 Steigt die

hochste Stufe Q(j) einer Produktlinie j, oder steigen die eingesetzten Mengen

THier ist eine Vereinfachung zum originalen Romer-Modell (ROMER (1990)). Dieses unter-
scheidet zwischen einfacher und qualifizierter Arbeit (Humankapital) im Endproduktsektor. Im
Forschungssektor wird bei Romer Humankapital als Input verwendet, hier auch nur einfache
Arbeit. Die Spezifikation im Romer-Modell ist sicherlich realitdtsnéher, die vereinfachende An-
nahme hier hat aber keine wesentlichen Auswirkungen auf die Eigenschaften des steady-state
Wachstums in der Okonomie.

8Bei GROSSMAN & HELPMAN (1991a, Kap.4) steht Dy fiir den momentanen Nutzen eines
Konsumenten, dem verschiedene Giiter in unterschiedlichen Qualitdten zur Verfiigung stehen.

9Es wird angenommen, dass zum Anfangszeitpunkt zumindest eine ,, Basistechnologie* (w =
1) in jedem Sektor vorhanden ist.



Produkglinien

Abbildung 2: Erreichte Qualitéitsstufen in den einzelnen Produktlinien (aus
GROSSMAN & HELPMAN (1991)).

eines Kapitalgutes, dann steigt der Index und mit ihm der Output des Endpro-

duktes. Die Produktionsfunktion kann geschrieben werden als

Y = LoD, (2)

Ly ist der Arbeitseinsatz im Endproduktsektor. Die Produktionsfunktion weist
konstante Skalenertrége auf: ver-6—facht man jeden Faktor, dann ver—6—facht sich
auch der Output.t?

Im Zwischenproduktsektor werden Kapitalgiiter mit Rohkapital (nicht konsu-
mierter Output des Endproduktsektors) als einzigem Faktor produziert. Aus
einer Einheit Rohkapital sollen — ohne weiteren Faktoreinsatz — 1/n(j) Ein-
heiten an Kapitalgiitern hergestellt werden kénnen. Aus K(j) Einheiten somit
K(j)/n(j) = fogl) 2, (j) Einheiten Kapitalgiiter. Weiter unten wird gezeigt, dass
immer nur eine Qualitatsstufe @ in jeder Produktlinie j produziert wird. Der Aus-
druck vereinfacht sich dann zu K(j)/n(j) = 25(j). Die Produktionstechnologie
sei fiir alle Produktlinien gleich, so dass n(j) = 7 gilt, und folglich

K(j)

15(j) = T (3)

0Ein Beweis befindet sich im am Ende des Anhangs.



Fiir die Kapitalgiiter wird zur Vereinfachung angenommen, dass sie keiner Ab-
schreibung unterliegen. Sie haben also eine unendliche Lebensdauer. Auflerdem
seien sie problemlos wieder in Rohkapital zuriick transformierbar, falls das An-
gebot die Nachfrage aus dem Endproduktsektor iibersteigt.

In jeder Produktlinie gibt es verschiedene Qualitéitsstufen des Kapitalgutes, wobei
hohere Qualitétsstufen durch gezielte Forschung erreicht werden kénnen. Abbil-
dung 2 zeigt eine mogliche Verteilung von Qualitatsstufen fiir die Produktlinien
der Okonomie zu einem beliebigen Zeitpunkt. Die dunklen Quadrate geben die
momentan hochste Stufe in einer Produktlinie an. Bei erfolgreicher Forschung
erhoht sich die Qualitédt in einer Produktlinie um eine Stufe. Sie steigt um den
Faktor A an. A muss gréfer als eins sein. Der Forschungsprozess hat aber nicht eine
mechanistische Form wie die Produktion in den beiden anderen Sektoren (mehr
Inputmengen liefern sicher mehr Output) oder in den Wachstumsmodellen, die
eine zunehmende Produktvielfalt abbilden (mehr Beschéftigung im F&E-Sektor
generiert sicher mehr neue Produkte).!! Forschungserfolg ist hier unsicher. Es gilt:
Mehr Faktoreinsatz in Forschung liefert eine hohere Wahrscheinlichkeit, dass eine
neue Qualitétsstufe erreicht wird. Forscht eine Firma mit Intensitét (j) in Pro-
duktlinie 7, dann betrigt die Wahrscheinlichkeit fiir eine Qualitidtsverbesserung
im kurzen Zeitintervall dt: 1(j) dt.

Gelingt eine Verbesserung, dann steigt die Qualitéit in dieser Produktlinie um
eine Stufe, AQ(j) = 1. Andernfalls ist AQ(j) = 0. Die gesamte Anzahl der Qua-
lititsverbesserungen betrigt somit fol AQ()dj = A fo 7) dj. Weil angenom-
men wird, dass das Zeitintervall, in dem eine Quahtatsverbesserung stattfindet,
sehr kurz ist, wird gewéhrleistet, dass in einer beliebigen Produktlinie nur maxi-
mal eine Qualitéitsverbesserung in diesem Intervall stattfindet. A fol (7) dj wird
dann zu d fo j)dj und gibt die Anzahl der Produktlinien mit Qualitdtsver-
besserungen an. Schheﬁhch wird noch angenommen, dass die Forschungsinten-
sitat in jeder Produktlinie gleich hoch ist, 1(j) = I. Zusammengenommen folgt
dfo dj—fo dtdj—foldtdj—fdt bzw.

d/olﬂ(j)dj = I dt. (4)

Die Anzahl der Produktlinien mit einer Qualitdtsverbesserung entspricht also der

Wahrscheinlichkeit fiir eine Verbesserung in einer Produktlinie.

HSiehe z.B. GROSSMAN & HELPMAN (1991a, Kapitel 3) oder ROMER (1990).



Arbeit wird als einziger Faktor eingesetzt. Die Forschungsintensitit einer Firma
betrigt I = %‘ a ist ein Produktivitdtsparameter. Fiir eine bestimmte Wahr-
scheinlichkeit Idt benotigt eine Firma %‘dt an Faktoreinsatz.

Wird eine neue Qualitéit eines Produktes entwickelt, dann erhélt der Zwischen-
produkthersteller ein lebenslanges Patent und hat dann das alleinige Recht, das
Produkt in dieser Qualitdtsstufe zu produzieren. Niedrigere Stufen der gleichen
Produktlinie diirfen hingegen schon noch von den jeweiligen Patenthaltern pro-
duziert werden. Hersteller von Zwischenprodukten (Kapitalgiitern) haben also
Preissetzungsmacht, jene im Endproduktsektor hingegen nicht.

Fiir die Bevolkerung wird angenommen, dass sie aus einem Kontinuum von Mas-
se 1 an Haushalten besteht. Jeder Haushalt habe konstant L Mitglieder. Die
Bevolkerungsgrofie bleibt also gleich. Jedes Haushaltsmitglied bietet (unelastisch)
eine Einheit Arbeit an, die im Forschungs- oder im Endproduktsektor eingesetzt
werden kann. Die Haushalte seien alle identisch und maximieren die intertempo-
rale Nutzenfunktion Vo = [ e " - U(t)dt, wobei p > 0 gilt.'"> Der momenta-
ne Nutzen aus Konsum U(t) ergibt sich aus der Standard-CES-Nutzenfunktion

U(t) = =L it g > 0.18

3 Gleichgewichtiges Wachstum

Das Modell wird folgendermafien gelost: Zunéchst werden die Gewinne der Zwi-
schenprodukthersteller berechnet. Zusammen mit der Gleichgewichtsbedingung
fiir den Kapitalmarkt und der Bedingung fiir einen optimalen Konsumpfad wird
eine erste Beziehung zwischen Forschungsintensitdt und Wachstum des Sozial-
produktes hergeleitet. Eine zweite folgt aus der Produktionsfunktion. Beide zu-
sammen legen die gleichgewichtige Forschungsintensitét und Wachstumsrate fest.
Allerdings wird die Analyse nur fiir steady states durchgefiihrt. Jegliche Fragen
der Stabilitit und der Anpassungsdynamik des Marktgleichgewichts werden aus-
geblendet. '

Zwischenprodukthersteller. Im Zwischenproduktsektor werden Kapitalgii-

ter aus ,, Rohkapital“ hergestellt und finden im Endproduktsektor als Input Ver-

12Es wird unterstellt, dass die Individuen ewig leben, oder, dass sie den Konsum ihrer Nach-
kommen genauso bewerten wie den eigenen.

13Die intertemporale Substitutionselastizitit betrigt 1/o.

4In ARNOLD & KORNPROBST (2006) wird gezeigt, dass das Marktgleichgewicht sattelpunkt-
stabil ist. AuBlerdem kann es fiir bestimmte Parameterkonstellationen zu einem Bereich fiir o
kommen, in dem Indeterminiertheit oder Instabilitdt vorliegen.

7



wendung. Die Gewinne eines Produzenten j von Qualitét w — ohne die Forschungs-

ausgaben — ergeben sich aus!®

Tw(J) = Puld) 2w (j) — 1K (4)-

bzw. mit K,(j) = nx,(j)

Tw(J) = Pu(J) 2w (f) — rnzw ().

Fiir die Monopolisten sind nun der optimale Preis und die optimale Ausbrin-
gungsmenge zu bestimmen. Die Nachfrage nach Zwischenprodukten, die nicht
gekauft, sondern vom Hersteller periodenweise gemietet werden,'® ergibt sich aus
dem Gewinnmaximierungsverhalten des Herstellers des Endproduktes.'”

Die Gewinnfunktion lautet:

1 Q)
wY:mY—/"ZpAﬂmm@—wha
0 w=1

Wéhlt man das Endprodukt als Numeraire (py = 1) und nimmt an, dass nur eine
Qualitatsstufe @ einer Produktlinie mit dem besten, qualitdtsbereinigten Preis in
der Produktion des Endproduktes Verwendung findet,'® dann wird die Gleichung
mrl =Y — fol Pa(7)xe(7)dj — wly, bzw.

™ =Ly (exp {/01 In [Az5(5)] dj})

15Wenn es nicht zu Unklarheiten fiihrt, werden die Zeitargumente zur Vereinfachung wegge-
lassen.

6Damit wird das Preissetzungs-Problem des Monopolisten bei langlebigen Giitern (durable
goods monopoly problem) umgangen. Bei langlebigen Giitern stellt der Kauf eines Gutes diese
Periode und der Kauf néchste Periode ein enges Substitut dar. Ein frither Kauf schmélert die
Nachfrage zum spéteren Zeitpunkt. Die gesunkene Nachfrage spéter liefert aber einen nied-
rigeren Monopolpreis. Fiir einen frithen K&ufer, der die Preissenkung erwartet, ist es unter
Umsténden vorteilhaft, seine Kéaufe aufzuschieben und von den niedrigeren Preisen zu profi-
tieren. Dies dndert aber wieder die Nachfrage und den Monopolpreis zum frithen Zeitpunkt.
Fiir den Monopolisten ergibt sich also ein schwieriges Problem intertemporaler Preisdiskrimi-
nierung. Dies soll hier vermieden werden, indem die Giiter periodenweise vermietet werden.
TIrROLE (1988, Kap. 1.1.3 und 1.5) gibt eine gute Einfithrung in das Thema.

1TWeil konstante Skalenertrige in der Produktion des Endproduktes unterstellt werden, kann
man die Entscheidungssituation auch analysieren, indem man eine einzige, preisnehmende F'ir-
ma unterstellt. Dieser stehen dann sdmtliche Inputs in diesem Sektor zur Verfiigung.

8Djies wird spiter noch hergeleitet.

«
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Gewinnmaximierung verlangt 7Y /0z;(j) = OrY /0Ly = 0. Daraus erhiilt man

als Nachfrage!® nach Zwischenprodukt j

aY

r5(j) = 20 (6)
Die Nachfrage hat eine Preiselastizitit von —1.2° Ein Anbieter von Gut j in
Qualitatsstufe © mochte deshalb die Menge moglichst einschrinken, weil der
Preisanstieg den Umsatzriickgang durch die sinkende Menge genau ausgleicht.
Die damit sinkenden Produktionskosten steigern den Gewinn. Allerdings sind die
verschiedenen Qualitédten einer Produktlinie perfekte Substitute, wenn sie um die
unterschiedliche Qualitit bereinigt werden. Die Preissetzungsmacht des Anbieters
von Stufe © wird dadurch eingeschrankt. Ein Zwischenprodukt, das um eine Stufe
hoher steht als ein anderes der gleichen Produktlinie, bringt A mal soviel an ,,Qua-
litdtsdiensten“. Also darf es auch A mal soviel kosten. Der Qualitatsfithrer hat
also die Moglichkeit, sich die ganze Marktnachfrage zu sichern, wenn er marginal
unter diesem Aufschlag bleibt. Im Vergleich mit seinem direktesten Konkurrenten
muss also po(j) marginal unter Apo_1(j) bleiben. Der niedrigste Preis, zu dem
der Nachfolger ohne Verluste produzieren kann entspricht seinen Grenzkosten 1.
Es folgt?!

pa(j) = Apa-1(3) = Arn.

Diese Argumentation gilt natiirlich auch fiir alle niedrigeren Qualitdtsstufen. Dem
Qualitatsfithrer ist es moglich, sdmtliche Konkurrenten aus dem Markt zu prei-
sen.?? Mit (6) folgt® ein Gewinn i.H.v.

w:a<1—§)y, (1)

t.24

der fiir alle Zwischenprodukthersteller gleich is Der Gewinn steigt mit dem

19Herleitung siehe Anhang.

20Kapitalgiiter aus verschiedenen Sektoren sind also keine perfekten Substitute, wie es bei
,konventionellen“ Produktionsfunktionen (z.B. im Solow-Modell Y = (AL)*~*K%) der Fall ist.
Einige Anmerkungen zu der hier verwendeten Produktionsfunktion finden sich am Ende des
Anhangs.

2lGenauer miisste die linke Seite marginal kleiner sein. Zur Vereinfachung wird hier ange-
nommen, dass die Produzenten im Endproduktsektor bei Indifferenz immer die hohere Qualitéit
wéahlen.

22Es wird also Bertrand-Wettbewerb unterstellt.

23Eine kurze Herleitung ist im Anhang.

24Der Preis ist unabhingig von j, die Nachfrage ebenso.



gesamten Output in der Okonomie (97/9Y > 0), mit der Bedeutung der Zwi-
schenprodukte in der Endproduktherstellung (0r/0a > 0) und der Hohe der
Qualitatsstufen (Or/0X > 0), die ja den Aufschlag auf die Grenzkosten bestim-
men.

Der Wert eines Unternehmens im Zwischenproduktsektor (und damit der Wert
eines Patents (P,)) entspricht der Summe der erwarteten, diskontierten, kiinf-
tigen Gewinne aus (7). Hierbei ist zu beachten, dass diese Gewinne ja nur eine
gewisse Zeit anfallen, weil ein aktueller Qualitétsfithrer von einem Konkurren-
ten iiberholt und aus dem Markt gedréingt werden kann. Die Barwertberechnung
kann auf zwei Wegen erfolgen: 1. Die erwarteten Gewinne werden mit der siche-
ren Rendite r abgezinst. Sie fallen eine begrenzte Zeit an. Diese ist die erwartete
Dauer der Monopolposition.?> 2. Auf die sichere Rendite wird eine Risikopramie
aufgeschlagen, der Zeithorizont ist dafiir unendlich.?¢

Vorher kann aber noch ausgeschlossen werden, dass ein aktueller Qualitatsfithrer
Forschung betreibt und eventuell mehrere Patente in einer Produktlinie akkumu-
liert. Grund ist, dass der aktuelle Qualitétsfithrer immer geringere Forschungsan-
reize hat als ein Outsider.?” Im Marktgleichgewicht betreiben dann nur die Out-
sider Forschung. Dies wird folgendermaflen ersichtlich: Bei einer Stufe Vorsprung
betréigt der Gewinn eines Qualitétsfithrers 7 = a(1 — 1/A\)Y. Der Barwert dieser
Gewinne ist P4. Bekdme er durch Forschung zwei Stufen Vorsprung, dann koénnte
er den Preis auf \*rn setzen und die Gewinne wiirden auf m = a(l — 1/A\?)Y
steigen. Bezeichne P42 den Barwert dieser Gewinne. Wenn der Qualitatsfithrer
sich entscheidet, eine kurze Zeitspanne dt Forschung zu betreiben und auch ein
Outsider forscht, dann sind vier Zusténde moglich, wobei er immer die Kosten fiir
Forschung zu tragen hat: entweder nur er hat Erfolg, dann betragt sein Firmen-
wert Py ; oder er hat keinen Erfolg, aber ein Outsider, dann entstehen ihm nur
Kosten, sein Patent und damit seine Firma wird wertlos; oder keiner hat Erfolg,
dann behélt seine Firma weiterhin den Wert P4; oder beide haben Erfolg, dann
entsteht ein Duopol. Im Erwartungswert (und wenn zur Vereinfachung Doppel-
wahrscheinlichkeiten gestrichen werden) liefert Forschung dann einen Wert i.H.v.
Puoldt+ (1 — Idt — Idt)Py — wL A(j)dt, wobei wL4(j)dt seine Kosten sind und

%Diesen Weg wihlen BARRO & SALA-I-MARTIN (2004, Kapitel 7).

26GRrOSSMAN & HELPMAN (1991a, Kapitel 4) und ARNOLD (2005a) verfahren so.

27 Allerdings argumentiert Cozz1 (2004), dass ein Marktfiihrer eigentlich indifferent ist, ob
er forscht oder nicht. ETRO (2004) zeigt, dass in einem System mit Stackelberg-Wettbewerb
immer ein Marktfiihrer die grofiten Forschungsanreize hat.

10



Idt die Wahrscheinlichkeit fiir erfolgreiche Forschungsanstrengung im Intervall dt
darstellt, die fiir Qualitétsfiithrer und Outsider annahmegeméf3 gleich ist. Fiir den
Fall, dass kein Outsider forscht, ergibt sich fiir den Qualitétsfiihrer ein erwarteter
Wert i.H.v. Pyoldt + (1 — Idt)Py — wL A(j)dt.

Stellt man die gleichen Uberlegungen auch fiir den Outsider an, dann ergibt sich
Folgendes: betreibt ein Outsider Forschung, dann erhilt er (im Erwartungswert)
PyIdt—wL4(j)dt, unabhiingig davon, ob der Qualitétsfiihrer forscht oder nicht.?
Forscht er nicht, dann ist sein Ertrag null, seine Kosten aber auch.

Fiir den Qualitétsfithrer ergibt sich eine dominante Strategie: er betreibt For-
schung, falls P4y — Py > wL4(j)/I. Auch fiir einen Outsider ist eine Strategie
dominant: Forschung, falls P4y > wL4(j)/1.

Weil my — 1 < 7, ist auch Pyo — Py < Py4. Ein Qualitatsfithrer hat also immer
weniger Anreize zu forschen. Im Gleichgewicht betreiben nur Outsider Forschung
und machen Verbesserungen, und es kommt zu , leapfrogging*: Aktuelle Monopo-
listen werden stdndig von Outsidern verdréangt, es kommt nicht zu dauerhaften
Monopolpositionen. Der Preisaufschlag auf die Grenzkosten und die Gewinne

bleiben damit konstant.

Interessanterweise macht es hier einen Unterschied, ob die Zwischenprodukther-
steller selbst Forschung betreiben oder ob es einen eigenen Forschungssektor gibt,
von dem sie sich die Patente kaufen. In den Varietdtenmodellen ist dies egal. RO-
MER (1990, S.82): , Whether the owner of the patent manufactures the good itself
or licenses others to do so, it can extract the same monopoly profit. Design of
new durables and manufacturing could take place within the same firm, but it
15 easier to describe the equilibrium if the research and development department
18 treated as a separate firm and designs are transferred for an explicit price.”
Ist ndmlich eine Qualitédtsverbesserung gelungen und wird das Patent zum Kauf
angeboten, dann lautet die Entscheidungssituation fiir den Qualitatsfiihrer: Kau-
fe das Patent und erhalte einen Wert i.H.v. P4y — Z, wobei Z die Kosten fiir
das Patent sind, oder kaufe nicht und verliere den Markt. Wenn der Outsider
das Patent kauft, erhélt er einen Wert i.H.v. Py — Z. Weil P4y > P4, hat der
Qualitatsfithrer immer eine hohere Zahlungsbereitschaft als ein Outsider. Patente

werden immer von Qualitétsfithrern gekauft. Dass Forschung von den Zwischen-

28Der sehr unwahrscheinliche Fall, dass beide Erfolg haben und ein Duopol entsteht, wird
also wieder vernachléssigt.
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produktherstellern selbst betrieben wird, ist in Modellen, in denen Wachstum

durch Qualitéitsverbesserungen entsteht, fiir ihre Handhabbarkeit sehr wichtig.?

Das Gewinnmaximierungsproblem eines Outsiders im Zeitintervall dt lautet:

La(j)

max : 7(5)dt = Pa(5)

dt —wL4(j)dt.
La(5) A(j)

——
=1

Daraus folgt die Bedingung erster Ordnung: 074(5)/0LA(j) = [Pa(j)/aldt —
wdt = 0. Fiir eine positive, endliche Nachfrage nach Beschéftigung in Forschung
muss gelten: P4(j) = wa. Der Wert eines Patents entspricht den diskontierten
kiinftigen Gewinnen aus (7) und ist unabhéngig von der jeweiligen Produktlinie j
gleich grof. Wére der Preis eines Patents grofler als wa, dann wiirde unbegrenzt
Arbeit im Forschungssektor nachgefragt. Bei P4 < wa wire die Beschiftigung
null. Es folgt

=wa fir >0
A <wa fir T=0

Die Forschungsintensitiit in der Okonomie betrigt I = L4/a. Die Arbeitsnach-
frage fiir Forschung also L4 = al. Die Arbeitsnachfrage im Endproduktsektor

erhilt man aus der f.o.c. von Gleichung (5)3°

Ly=(-a) 0

Gleichgewicht auf dem Arbeitsmarkt verlangt, dass sich das exogen vorgegebene
Arbeitsangebot und die Arbeitsnachfrage entsprechen. Arbeit wird fiir Forschung
und im Endproduktsektor nachgefragt, also:

L:a1+<1—a)§ 9)

Fiir die Forschungsintensitét ergibt sich nun Folgendes. Ist die Forschungsinten-
sitét gleich null, dann ist der Wert eines Patents kleiner oder gleich den Grenz-
kosten (P4 < wa). Das gesamte Arbeitsangebot wird im Endproduktsektor ein-
gesetzt (L = Ly), und aus (9) erhélt man w = (1 — «)Y/L. Zusammen: [ = 0
bedeutet P4 < a(l — «)Y/L. Ist hingegen I > 0, dann sind P4 und wa gleich

29Vgl. GROSSMAN & HELPMAN (1991a, Kap. 4), GROSSMAN & HELPMAN (1991b, Kap. 4),
AGHION & HOWITT (1992) und SEGERSTROM (1998).
30GSiehe Anhang.
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grof}. Die Beschiftigung im Endproduktsektor ist kleiner als das gesamte Arbeits-
angebot (Ly < L), und w muss groBer als (1 —«)Y/L sein. Gilt also I > 0, dann
ist Py > a(l —a)Y/L.

Zusammen:

=4 a P L : (10)

0 fiir PASM

Der Fall I = 0 wird im Folgenden allerdings nicht mehr analysiert. S&mtliche
Arbeit wiirde im Endproduktsektor eingesetzt, neue Kapitalgiiter wiirden nicht
erfunden. Weil die alten fallenden Grenzertrédgen unterliegen, wire Nullwachstum

die Folge.

Kapitalmarktgleichgewicht. Der Wert eines Patents entspricht den erwar-

teten, diskontierten, kiinftigen Gewinnen

PA(t) :/ e ftT[T(SH‘I(S)]dSW(T)dT' (11)

t
Die Forschungsintensitét ist gleichzeitig ein Aufschlag auf den sicheren Anlage-

zins.?! Ableiten von P4 nach der Zeit liefert®?

r(t)Pa(t) = 1(t) + Pa(t) — I(t)Pa(t). (12)

Gleichung (12) kann so interpretiert werden: Die rechte Seite stellt die erwarte-
te Rendite bei Forschung dar. Sie besteht aus einer Dividende (7(¢)) und einem
eventuellen Kapitalgewinn (P4(t)). AuBerdem ist es ja noch méglich, dass ein
Konkurrent erfolgreich forscht und den Markt fiir sich gewinnt. In diesem Fall
wird das Patent und die Firma wertlos, die Wahrscheinlichkeit dafiir entspricht
der gesamten Forschungsintensitét in dieser Produktlinie. Der erwartete Kapital-
verlust aus dieser Moglichkeit ist somit I(t)P4(t). Die linke Seite ist die Rendite
des Betrages P4 bei sicherer Anlage. Weil die Erfolgswahrscheinlichkeiten der
einzelnen Produktlinien per Annahme unkorreliert sind und spezifische Risiken
vollsténdig diversifizierbar sind, miissen im Kapitalmarktgleichgewicht die zwei
Investitionsméglichkeiten die gleiche Rendite liefern. Beide Seiten der Gleichung
miissen gleich grof} sein.

Mit der Arbitragegleichung fiir den Kapitalmarkt und der Gewinngleichung der

31Eine nihere Begriindung findet sich im Anhang.
32 Auch hierzu ist im Anhang eine kurze Herleitung,.
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Kapitalgiiterproduzenten lisst sich nun P4 ndher bestimmen. Gleichung (12) um-

formen, durch P4 teilen und (7) einsetzen liefert

P, 1\ Y
Ler4l—-all-2)=. 13
P, r—+ a( /\> P ( )

Nimmt man eine positive Forschungsintensitit an, dann folgt mit (10)33

1- =) =. 14
) B (14)

Im steady state muss P4 mit konstanter Rate wachsen. Dies verlangt, dass Y und

Py L ( a)y

P4 mit der gleichen Rate wachsen, weil L als konstant angenommen wurde und

auch der Zins im steady state konstant ist:

Y = Py (15)
Haushalte. Die Haushalte maximieren die intertemporale Nutzenfunktion
Vo= fooo e Pt %dt gegen die Budgetbeschrinkung v 4+ Lc = rv + wL. Die

linke Seite stellt die Ausgaben fiir Konsum (L¢) und den Erwerb von Wertpa-
pieren () dar. Auf der rechten Seite stehen die Einkiinfte aus Arbeit (wL) und

Wertpapierbesitz (rv). Das gesamte Optimierungsproblem lautet

o -1
max Vo = / e . Lalt
c(t) 0 1—0

s.t. v(t) =r(t)v(t) +w(t)L — Le(t)
v(0) =1y
lim v(t) e” Jor@dr >, (16)

t—00
Die dritte Gleichung in (16) besagt, dass ein bestimmter Anfangsbestand an Wert-
papieren vorhanden ist. Gleichung vier ist eine No-Ponzi-Game-Bedingung. Sie
schlieit aus, dass ein Konsument sich fiir immer verschuldet, indem er den Schul-
dendienst fiir alte Schulden durch Aufnahme immer neuer Schulden aufbringt.

Aufstellen der Hamiltonfunktion in Gegenwartsschreibweise:

0(15)1:700—1 + () |w(t) L+ r()v(t) — Le(t)

v~

(t)

H=e¢".

33Giehe Anhang.
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Daraus ergeben sich folgende notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
Optimalitéit:34

ct) e P —ut)=0 (17)

r()u(t) = —f (18)
Auflerdem noch eine Transversalitiatsbedingung, lim; . v(t)-u(t) = 0. Bedingung

(17) nach p(t) auflosen, nach ¢ ableiten, mit (18) gleichsetzen und umformen

liefert die iibliche Ramsey-Regel fiir den optimalen Konsumpfad:3°

r—p
—.

(19)

¢ =
Diese Wachstumsrate des Konsums entspricht der Wachstumsrate des Sozialpro-
duktes Y. Dies wird folgendermaflen klar: Das Sozialprodukt wird aufgeteilt in
Konsum und Sparen. Der Kapitalstock entspricht den Zwischenprodukten (Ka-
pitalgiitern) in der Okonomie und unterliegt per Annahme keiner Abschreibung.
Die Ersparnisse entsprechen somit den Bruttoinvestitionen. Es folgt Le =Y — K.
Teilen durch Y auf beiden Seiten ergibt % =1- % . % Die Wachstumsrate
des Kapitalstocks ist im steady state konstant. Dies wird folgendermaflen er-
sichtlich: Der Kapitalstock einer Produktlinie besteht aus den Kapitalgiitern,
K(j) = nxqy)(j). Der aggregierte Kapitalstock ist somit K = fol K(j)dj =
nfol oG (7)dj = nfol %dj = % Weil der Zins im steady state konstant ist,
folgt, dass Y und K mit der gleichen, im steady state konstanten, Rate wachsen.
Wenn also K/Y und L konstant sind, dann folgt, dass ¢/Y auch konstant sein
muss. Das bedeutet, dass beide mit der gleichen Rate wachsen. Insgesamt folgt
(zusammen mit (15)), dass im steady state Konsum, Output, Kapitalstock und

der Wert der Patente mit gleicher, konstanter Rate wachsen:

¢=Y=K=P, fir I>0. (20)

Die Transversalitatsbedingung hat fiir die folgende Analyse eine wichtige Impli-
kation, die noch zu verdeutlichen ist. Wenn das Produkt v(t) - u(t) mit fort-
schreitender Zeit gegen null gehen soll, heifit das, dass die Wachstumsrate dieses
Ausdrucks negativ sein muss. Das bedeutet, dass 7+ < 0 gelten muss. Der Wert-

papierbestand der Haushalte v setzt sich zusammen aus den gehaltenen Anteilen

34Fiir eine genauere Darstellung sieche ARNOLD (1997, Kapitel 3 und insb. der Anhang).
35Giehe Anhang.
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an den Zwischenproduktherstellern und den Anspriichen auf den Kapitalstock.
Beide wachsen im steady state mit der gleichen Rate Y. Also wiichst auch v mit
dieser Rate. Die Wachstumsrate von pu ergibt sich, indem man (17) nach der Zeit
ableitet und anschlieend durch p teilt: 4 = —o¢ — p. Verwendet man wieder
(20), dann folgt

~

p>(1—o0)Y. (21)
Steady State Wachstum. Gleichungen (13) und (10) nach Y/ P, auflosen,

gleichsetzen und den Zins eliminieren, indem (19) nach r aufgel6st und eingesetzt
wird, liefert mit (20)

;a%nga+p+I—Yy: ! (E—I>.

Durch Umformen erhilt man36

_al=d I (-a)e-1) o 1-a

I= = - — P (22)
1-% a - X A
bzw. ( 1y
~ 1 a(l—3) L -5
Y = e ATV 23
(c—-1) 1—-a a P 1—a] (23)

Eine zweite Gleichung in ¥ und I erhélt man aus der Produktionsfunktion fiir
das Endprodukt. Aus (2) erhilt man direkt Y = (1 — o)Ly + aDy. Weil die
Bevolkerung nicht wéchst und der Anteil der Arbeit, der im Endproduktsektor
eingesetzt wird, konstant bleibt im steady state, folgt

~

Y = aDy. (24)

Wachstum in dieser Okonomie entsteht allein dadurch, dass der aggregierte Kapital-

Qualitiits-Index wiichst. Diese Wachstumsrate betragt3”

Dy =IlnA+Y. (25)

Einsetzen in (24) und Umformen ergibt eine Gleichung fiir die Wachstumsrate

des Sozialprodukts in Abhéngigkeit von I:

36Siehe Anhang.
3"Die Herleitung ist im Anhang.
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(67

Y = 1—04“11/\' (26)
Gleichungen (23) und (26) legen die gleichgewichtige Forschungsintensitéit und die
gleichgewichtige Wachstumsrate fest. Hierbei ist allerdings noch zu unterscheiden,
welche Werte o annimmt. Auflerdem muss noch sichergestellt werden, dass auch
die Transversalitdtsbedingung (21) erfiillt ist.

Ist 0 > 1, dann ist die Steigung von Gleichung (23) im Y-I-Diagramm negativ.
Gleichung (26) ist eine Ursprungsgerade mit positiver Steigung. Um eine positive
Forschungsintensitiit mit Wachstum in der Okonomie zu haben, muss also der

Ordinatenabschnitt von (23) positiv sein (Abbildung (3)):

a( —l)L
(1—04/\) E_p>0
bzw. p= fa < %. (27)

p darf also nicht zu grofl sein, damit ein steady state existiert! Das bedeutet,
dass die Bevolkerungsgrofie und die Produktivitdt im Forschungssektor nicht zu
niedrig, und der Diskontfaktor kiinftigen Nutzens nicht zu hoch sein diirfen. Die
Transversalititsbedingung (21) ist fiir o > 1 immer erfiillt.®

Wenn o kleiner als eins ist, dann ist der Koeffizient 1/(c — 1) in (23) negativ
und die Steigung somit positiv. Es sind zwei Félle zu unterscheiden, bei denen
die Okonomie mit positiver Forschungsintensitit wichst:

1. Der Ordinatenabschnitt von (23) ist positiv. Dann muss die Steigung von (23)
kleiner sein als die von (26), um einen Schnittpunkt beider Geraden zu erhalten
(siche Abbildung 4, linke Grafik). Ein positiver Ordinatenabschnitt bedeutet

a(1-3)
D> ——==. 28
Fiir die Steigung muss gelten

1-% <aln)\
1-a)1l-0) 1-a’

Nach o auflésen ergibt:

38Ein Beweis findet sich im Anhang.
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(26)

(23) |

7

1

Abbildung 3: Steady state, wenn o > 1.

) =a. (29)

Tragt man p gegen o in einer Grafik an, dann lassen sich die nicht zuléssigen
Parameterbereiche aus (28) und (29) identifizieren. Wenn o kleiner als & ist, dann
sind geméB (28) nur Werte fiir p zuldssig, die groBer sind als o (1 — 1) /(1 — ).
Ansonsten wiirde kein steady state existieren. In Abbildung 5 ist also in dieser
Konstellation nur der Bereich links von & und oberhalb von a (1 — 1) /(1 — a)
zuléssig.

2. Der Ordinatenabschnitt von (23) ist negativ. Dann muss die Steigung von (23)
grofer sein als die von (26), um einen Schnittpunkt beider Geraden zu erhalten
(siche Abbildung 4, rechte Grafik). Ein negativer Ordinatenabschnitt bedeutet

%. (30)

Fiir die Steigungen ergibt sich nach etlichen Umformungen:

p <

X =0. (31)

Hier ist also nur der Bereich rechts von & und unterhalb von a (1 — 1) /(1 — a)

relevant fiir ein steady state.



v 1 v 1 (23)
(26) (26)
(23)
[> [>

Abbildung 4: Steady states wenn o < 1.

Angenommen, die Bedingungen (28) und (29) bzw. (30) und (31) seien erfiillt.
Dann lésst sich aus den beiden Gleichungen (22) und (26) die gleichgewichtige
Wachstumsrate des Sozialproduktes berechnen. Einsetzen von (22) in (26) lie-

fert3?

~ aln A a(l—%) L
Y_[1—§+oz(a—1)ln)\][(1—a) 'E_p]' (32)

Es ist allerdings noch zu tiberpriifen, ob auch die Transversalitéitsbedingung (21)

erfiillt ist. Einsetzen von (32) in (21) ergibt nach einigen Umformungen?® einen
weiteren Zusammenhang in p und o:
042(1—0'>h’1>\(1—§) < p~ fiir o> (33)
(1_%)(1_(1) > p fir o<o

Die linke Seite von Bedingung (33) ist eine in o linear (fallende) Funktion und
wird bei o = 1 null. In Abbildung 5 erfiillen im Intervall (7; 1] nur Werte oberhalb
dieser Geraden die Transversalitdtsbedingung. Im Intervall (0; ) sind nur Werte
unter der Geraden zuléissig. AuBerdem ist ihr Wert bei 6 gleich a (1 — 1) / (1 — ).
Alle drei Geraden haben also einen gemeinsamen Schnittpunkt bei (5; Q@ (1 — %) /
(1—a) ) Die Werte oberhalb dieser Geraden fiir 0 < o0 < ¢ bzw. unterhalb da-

von fiir & < o < 1 sind somit auch noch auszuschliefen, so dass fiir ¢ < 1 nur die

39Herleitung siche Anhang.
40Giehe Anhang.
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Abbildung 5: Zulédssige Parameterbereiche.

weiflen Bereiche in Abbildung 5 iibrig bleiben. Fiir Parameterkonstellationen in
diesen Bereichen ist sowohl die Transversalitatsbedingung als auch die Bedingung
fiir die Existenz eines steady states erfiillt.

Eine letzte Restriktion wird durch die Hohe des Arbeitsangebots auferlegt. Fiir
Forschung kann maximal die gesamte Bevélkerung eingesetzt werden, I < é Fiir
die gleichgewichtige Wachstumsrate folgt damit eine Obergrenze. In Abbildung
5 wird diese Bedingung durch die Gerade Il mit Ordinatenabschnitt % -1

dargestellt.*!

Fir 0 < o0 < & sind nur Werte unterhalb, fiir ¢ < ¢ nur Werte
oberhalb der Geraden zuléssig. Die Transversalitdtsbedingung ist damit stéarker
und impliziert die Restriktion durch die Bevolkerungsgrofie.

Ist o grofer als eins, dann ist die Transversalitdtsbedingung immer erfiillt. Es
ist also nur die Restriktion aus (27) zu beachten. In Abbildung 5 ist deshalb fiir
o > 1 wieder nur der weile Bereich zulédssig.

Zur Vollstandigkeit muss der Fall 0 = ¢ noch ausgeschlossen werden. Dies wiirde
nédmlich bedeuten, dass die Geraden (23) und (26) parallel verlaufen. Eine ein-
deutige Losung der beiden Gleichungen gibt es in diesem Fall nicht.

Gilt 0 = 1, dann bestimmt sich die Forschungsintensitat mit (22) alleine:

41Eine Herleitung der Geraden ist im Anhang.
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Abbildung 6: Komparative Statik, wenn A steigt und o > 1.

1
PR U VT Sk
1-— 5y a 1-— by
Im Y- Diagramm wire Gleichung (22) eine vertikale Gerade. Einsetzen in (26)

ergibt die Wachstumsrate

Y:oclni (X(l_%>-£—p .
1-%| I-a) a

Komparative Statik. Zum Abschluss der Gleichgewichtsanalyse des Mo-
dells wird noch seine komparative Statik iiberpriift. Wenn o > 1 ist, dann ist
der Bruch vor Gleichung (32) eindeutig positiv. Damit sinkt die Wachstumsrate
Y mit steigendem Diskontierungsfaktor p und steigendem o und steigt mit der
Grofle der Bevolkerung L und mit der Forschungsproduktivitat 1/a. Auflerdem
steigt sie mit der Hohe der Qualitédtsstufen A. Dies wird folgendermafien am ein-
fachsten ersichtlich: Gleichung (26) wird mit zunehmendem A steiler. In Gleichung
(23) erhoht sich mit A zum einen der Ordinatenabschnitt, zum anderen wird die
Gerade flacher. Insgesamt verschiebt sich also die Gerade nach oben und dreht
sich dabei gegen den Uhrzeigersinn. Mit einer steileren Geraden (26) heifit das,
dass die Wachstumsrate zunehmen muss (siehe Abbildung 6).

Ist o kleiner als eins, dann muss [1 — § + a(c — 1)InA] > 0 sein, damit obige

Eigenschaften erhalten bleiben. Dies bedeutet:
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Abbildung 7: A —a > aln A fir 0 < a < 1.

In Abbildung 5 hat der Bereich zwischen & und 1 also auch eine ,,normale* kompa-
rative Statik. In Abbildung 4 entspricht dieser Fall der rechten Grafik. Erhoht sich
beispielsweise die Produktivitdt im Forschungssektor oder nimmt die Bevdlke-
rungsgréBe zu, dann verschiebt sich Gerade (23) nach unten und die Okonomie
wichst schneller. Gleiches gilt fiir eine Abnahme des Diskontierungsfaktors p.
Weiter unten wird gezeigt, dass auch eine Erhéhung der Qualitatsstufen schnel-
leres Wachstum bewirkt.

Im umgekehrten Fall, wenn also ¢ kleiner als eins und kleiner als & ist, ergibt
sich eine ,,anormale“ komparative Statik. Dieser Fall entspricht dem linken Ab-
schnitt in Abbildung 5 bzw. der linken Grafik in Abbildung 4. Ein gréflerer Term
L/a bzw. ein kleineres p verschieben die Gerade wieder nach unten. Diesmal
nimmt die Wachstumsrate aber ab! Auch hoéhere Qualitétsstufen mindern jetzt
die Wachstumsrate. Dies wird folgendermaflen ersichtlich: Die gleichgewichtige

Wachstumsrate von Y lisst sich darstellen als

. 1 |a(l-1%) L
YZa—&[(l—o;) 'E_p]’ (34)

wobei ¢ von A abhéngig ist. Die partielle Ableitung von ¢ nach A lautet
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06 aalhd—(A—a)
O\ A2 (aIn \)?
Sie ist groBer null, weil aln A — (A — a) negativ ist, wenn A > 1 und 0 < o < 1
(siche Abbildung 7).
Die partielle Ableitung von Y nach \ ist

> 0.

wobei g, = 0d/0A. Nun ist es einfach zu sehen, wie eine Anderung der Qua-
litdtsstufen-Hohe auf die gleichgewichtige Wachstumsrate Y wirkt. GeméB (28)
und (29) bzw. (30) und (31) haben (o — ) und der Ausdruck in der eckigen

Klammer immer das gleiche Vorzeichen. Weil der Nenner positiv ist, folgt

@ < 0 fir o<a&
o\ > 0 fir o>70 °

Groflere Qualitédtsstufen erhchen }A/, wenn ¢ > & ist, und mindern sie fiir o < 7.
Eine hohere Forschungsproduktivitéit, ein grofferes Arbeitskréiftepotential, eine
niedrigere Diskontrate und grofiere Qualitatsstufen mindern die Wachstumsrate,
wenn o < 7.*2 Diese ,,verdrehte“ komparative Statik kommt interessanterweise
weder im Romer-Modell, noch im GH-Modell vor. Im GH-Modell betrigt die
Wachstumsrate (ohne die Annahme logarithmischen Nutzens): ¥ = In A[(A —
1)L/a — p]/[(¢ — 1)In X + A]. Die komparative Statik ist fiir positive o immer

,normal“, weil der Nenner positiv ist.

4 Wohlfahrt

Schliefllich ist noch zu ermitteln, ob die durch das Marktgleichgewicht erreichte
Ressourcenallokation nutzenmaximierend ist.

Dazu wird die Wachstumsrate berechnet, die resultieren wiirde, wenn ein wohl-
wollender sozialer Planer die Ressourcen der Okonomie nach Belieben aufteilen
konnte: das Endprodukt zwischen Konsum und Kapitalakkumulation und die

verfiighare Arbeit zwischen dem Forschungs- und dem Endproduktsektor. Die

42In ARNOLD & KORNPROBST (2006) wird gezeigt, dass in diesem Bereich die Modelldynamik
entweder instabil oder indeterminiert sein kann. Stabile steady states mit dieser ,,anormalen®
komparativen Statik existieren deshalb.
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Zielfunktion ist weiterhin Nutzenmaximierung. Die Kontrollvariablen des sozia-
len Planers sind der Konsum und die Forschungsintensitét.

Die Produktionsfunktion aus (1) kann auch als

Y = (L — \a{/)l_o‘ (%)a {?Xp [mA/Ol Q(j)djl}a = (L —al)'™™ (%)aw

-~

=A

(35)
geschrieben werden. Dies folgt aus zwei Beobachtungen: 1. Ly kann durch L —al
ersetzt werden. 2. Weil fiir die Herstellung der Kapitalgiiter die gleiche Technolo-
gie gilt, ware es nicht optimal, niedrigere Qualitétsstufen als die hochst-mogliche
aus einer Produktlinie einzusetzen. Auflerdem wird das verfiighare Kapital wegen
fallender Grenzproduktivititen zu jedem Zeitpunkt gleichméfig auf alle Produkt-
linien verteilt, so dass z(j) = = wie im Marktgleichgewicht gilt. Der Kapitalstock
ergibt sich als K = an. Somit folgt: x = K /5. Durch Einsetzen und geeignete
Umformungen erhélt man (35).3

Als erste Restriktion erhalt man mithin

. K\
K=Y —Lc=(L—al)'™® (—) A® — Le.
7

Indem man A nach der Zeit ableitet und (4) benutzt, erhdlt man eine zweite
Restriktion:
A=Al

Aufstellen der Hamiltonfunktion, bei der hier der ,Haushalts-Nutzen* und nicht

der ,,Pro-Kopf-Nutzen“ maximiert wird, ergibt:

Le(t)'=7 -1 K\"
H=e¢" C(l)— + Gi(t) {(L —al)'™ (—> A” — Lc(t)} + G(t)Alln .
. n
Als notwendige Bedingungen ergeben sich:
oH =e L —(GL=0 bzw.
dc
e e’ =( (36)
9] K\*
8—7; — a(=a)(1 = a)(L —al)® (F) A+ GAIA =0 baw.

43Eine ausfiihrlichere Herleitung befindet sich im Anhang,.
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G (L—al)AlnA

G al-a)Y 0
Z—Z = GQ(L - a])l_o‘n—la aK* 'A% = —(; baw.
: Y
% _ _a? (38)
g—z = G(L —al)'™® (%) QA"+ Gl = —C baw.
G _ G aYy
L= 0 A In\. (39)

Auf einem gleichgewichtigen Wachstumspfad muss (, definitionsgeméafl mit kon-
stanter Rate wachsen. Weil I und In A konstant sind, muss der mittlere Term in
der letzten Gleichung auch konstant sein. Es folgt ¢ /G = o /G — Y + A. Aus
(35) und (20) ergibt sich ein Zusammenhang zwischen Y und A:

l—a-

A= Y. (40)

«
Zusammen:

G G «@
Leitet man Gleichung (36) nach der Zeit ab und teilt durch (;, dann erhélt man
mit ¢/c =Y /Y eine Gleichung in ¢;/¢; und Y

G_G 2a-ly (41)

S —p—oY. (42)
G
Gleichsetzen der letzten beiden Gleichungen, Auflosen nach ¢, /¢ und Gleichset-

zen mit (39) liefert

%:(2aa_1—0>}>—p:—%~%—[ln)\. (43)
2 2

Setzt man (37) in die letzte Gleichung ein und eliminiert I durch (26) , dann
4

erhilt man schlieBlich nach geeigneten Umformungen®* einen Ausdruck fiir die

Wachstumsrate im Optimum®®

44Giehe Anhang.

45Es wird unterstellt, dass gilt 5 < alnA/(1 — «). Fiir alle zuliissigen Parameterbereiche fiir
Y ist diese Bedingung erfiillt (siche Abbildung 5). Wire g > aInA/(1 — ), dann wiire es das
Beste, keine Arbeit in Forschung einzusetzen. Die Wachstumsrate im Optimum wire dann null.
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In A

>

v

Abbildung 8: InA > 1 —1/\ fiir A > 1.

o)
Diese Wachstumsrate unterscheidet sich von der gleichgewichtigen Wachstumsra-
te des Marktsystems aus Gleichung (32). Die Griinde dafiir liegen in den externen
Effekten, die sich nicht in privaten Anreizen fiir Forschung niederschlagen. Weil
genau diese Anreize die Wachstumsrate der dezentralisierten Marktwirtschaft be-
stimmen, muss diese nicht identisch sein mit der Wachstumsrate im Optimum.
Es gibt einen positiven Effekt fiir die Konsumenten, wenn die Kapitalgiiter qua-
litativ besser werden, ohne dass sich der Preis erhoht (,,consumer-surplus ef-
fect*). Dadurch steigen ihre Konsummengen bei gleichen Ausgaben. Auflerdem
gibt es einen weiteren positiven Effekt durch Wissens-Spillover. Macht eine Fir-
ma eine Innovation, dann wird das darin enthaltene technische Wissen fiir alle
anderen Firmen ersichtlich und Basis fiir ihre eigenen Forschungsanstrengungen
(,knowledge-spillover effect*). Beide Effekte wirken auf eine zu niedrige Wachs-
tumsrate des Marktsystems hin. Allerdings geht von den Innovationen auch noch
ein dritter, negativer, Effekt aus. Wenn einer Firma eine Innovation gelingt, dann
eignet sie sich den ganzen Gewinnstrom aus dem Produkt an, auf Kosten des bis-
herigen Marktfiihrers. Diese Gewinnverlagerung ist mit keinen gesellschaftlichen
Wohlfahrtsgewinnen verbunden und stellt einen iiberméffigen Anreiz fiir Innova-
tionen dar (,,business-stealing effect®).

Es iiberwiegen aber die beiden erstgenannten Effekte den dritten. Die gleichge-

wichtige Wachstumsrate ist zu niedrig. Fiir & < 0 ist das wie folgt einfach zu
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sehen. Y* > Y kann durch Umformen und Einsetzen der Gleichungen (32) und

(44) geschrieben werden als®

- P

>
1l—« p o—0

(45)

ozln)\_~ o a(l—%)
11—«

Abbildung 8 verdeutlicht, dass In A > 1 — 1/ fiir A > 1. Damit folgt aln A/(1 —
a)—p>a(l—1/N) /(1 —a)—p. (45) wird also impliziert von:

1l -« o—0 1l -« P

Weil der Ausdruck in eckigen Klammern wegen (30) positiv ist, ist diese Bedin-
gung dquivalent zu ¢ < 0. Dies ist eben hier erfiillt. Ungleichungen (45) und
V* > Y sind richtig. Die gleichgewichtige Wachstumsrate ist fiir ¢ < 0 also im-

mer zu niedrig.

Fiir den Fall > 0 ist Y eine unstetige Funktion in o bei 0 = 7. Es sind somit
zwei Bereiche fiir ¢ zu unterscheiden, in denen die Wachstumsraten verglichen
werden miissen. Dazu wird als Erstes der Verlauf von Y und Y* als Funktion von
o untersucht. Danach wird gezeigt, dass Bereiche, in denen YV >Y* wére, immer
ausgeschlossen werden kénnen, weil sie in den unzuléssigen Parameterbereichen
liegen.

Im Bereich 0 < o < & ist (32) eine monoton steigende und (44) eine mono-
ton fallende Funktion in o. Wenn o gegen null geht, gilt fiir Y* offensichtlich:

lim, o+ Y* = 00. Y nimmt einen endlichen Wert an:

_1
lim Y = aln a(l ’\>£—P.
a0t [1-¢—alnA] | (I1-a) a

Fiir 0 — 0 wiére also die Wachstumsrate im Optimum grofler als die gleichge-
wichtige Wachstumsrate.

Y* an der Stelle ¢ = & nimmt einen endlichen Wert an:

7 aln A (aln)\L )

T alA—1+¢ o’

l—aa

Dagegen geht Y firo — & gegen Unendlich. Das wird folgendermaflen ersichtlich:
GemiB (34) lautet Y

46Herleitung siche Anhang.
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0 o’

Abbildung 9: Wachstumsraten.

1

O —0

Y =

l—-a a

a@—ﬂ£_4_

Ist 0 < &, dann ist wegen (28) der Ausdruck in eckigen Klammern negativ. Geht
o von unten gegen o, dann strebt Y gegen Unendlich. Fiir 0 > ¢ muss geméaf
(30) der Klammerausdruck positiv sein, so dass auch hier Y gegen Unendlich
geht, wenn o sich von oben ¢ annédhert. Abbildung 9 zeigt die Abschnitte von
Y/(O') mit positiven Funktionswerten. Fiir den linken Ast gilt Bedingung (28), fur
den rechten Bedingung (30).

Im Bereich ¢ > & fallen beide Funktionen in o. Y fillt aber stérker, so dass sich
beide Funktionen im Bereich ¢ < ¢ < 1 schneiden. Fiir 0 — & (von oben) ist,
wie gezeigt, Y > Y*. Bei o = 1 gilt aber schon das Umgekehrte, ¥ < Y*: (45)
mit 0 = 1 ergibt

11
aln/\_ﬁ> 1 [a( ’\)—ﬁ]-

l—« 1—-0 l—«

Umformen liefert die dquivalente Bedingung®”

47Siehe Anhang.
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1 —0
> p 46
Pi1-5 (46)

1—-0
welche erfiillt ist, weil hier ¢ > 0, und & < 1 immer gilt.*?
Wenn 0 < ¢ < ¢ und (1 — 1/A)/(1 — ) < p gilt, dann gibt es genau einen
Schnittpunkt o’ von Y*(¢) und Y (o). Fiir 6 < 0 < 1 und (1 — /A) /(1 — ) >
gibt es auch genau einen Schnittpunkt der Funktionen, der mit ¢” abgekiirzt wird
(sieche Abbildung 9). Dass es jeweils genau einen Schnittpunkt gibt, folgt aus den
Kriimmungen der Funktionen. Fiir & > 0 und (aIn))/(1 — a) > p folgt:*?

oY 1 faln)L ) aln ) _
=—— ——p) <0 fir o0>0 und > p
do o’ \l—aa 11—«
PY* 2 (alnAL aln )
= — —— 0 fi 0 d .
952 03(1—aa p)> ir o0>0 un 1—a>p
V* ist eine streng konvex fallende Funktion in o. Fiir Y gilt:
o 1 |a(l-3)L >0 fiir (28),(29)
oo (0—-06)2| 1l—a a <0 fir (30),(31)
Y 2

do?2  (0—0a)3

a(l-Hr ] {>o fiir (28), (29)
l—a a >0 fir (30),(31)

Im Bereich 0 < ¢ < & ist Y (o) somit streng konvex steigend, fiir ¢ > & streng
konvex fallend. Zusammengenommen folgt, dass sich beide Funktionen Y*(U) und
Y/(O') in den Bereichen 0 < ¢ < ¢ und o > ¢ jeweils genau einmal schneiden.
Der entsprechende Wert fiir o’ (wenn (28) gilt) bzw. ¢” (wenn (30) gilt) wird im
Anhang berechnet und lautet:

(1=« ) I-%—alknA
Cv=r T Py T ) ama—1+ 1)

In diesem Schnittpunkt wird, gegeben die Parameter o und A, dem o ein eindeu-

tiges p zugeordnet. Rechts von ¢’ wére die gleichgewichtige Wachstumsrate hoher

BWeil 1 — a/A > 0 und aln X > 0 fiir 0 < o < 1 und A > 1 muss gelten: ¢ = 1 — (1 —
a/N)/(aln ) < 1.

49Die letztgenannte Bedingung ist fiir alle zuliissigen Parameterbereiche fiir Y erfiillt — siehe
Abbildung 5.
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als die im Optimum. Nun lésst sich aber zeigen, dass schon bei ¢’ die Transversa-
litatsbedingung (33) und die Bedingung fiir die Existenz eines steady states (28)

nicht miteinander vereinbar sind. Bedingung (33) verlangt fiir o”/:°

1
p < RS V) 51_ QA) :
Die Bedingung fiir Existenz eines steady states (28) verlangt aber genau das
Gegenteil! Beide Bedingungen widersprechen sich. Parameterkonstellationen, in
denen die gleichgewichtige Wachstumsrate und die im Optimum gleich wéren,
liegen auflerhalb des zuléssigen Bereichs. In der Abbildung fiir die zuléssigen Be-
reiche impliziert ein Gleichsetzen von V* mit Y(> 0), dass die Existenzbedingung
fiir einen steady state erfiillt ist. In Abbildung 10 ist man also fiir ¢ < & oberhalb
der horizontalen Geraden p = (o — 1/A)/(1 — «). o’ legt dann p so fest, dass die
Transversalititsbedingung verletzt ist, wie oben gezeigt wurde. ¢’ wiirde damit
in einem Punkt A oberhalb von p(o) liegen, und damit auflerhalb des zuléssigen
Bereichs. Auflerdem wird — wie man in Abbildung 10 leicht erkennen kann — die
Transversalitdtsbedingung mit steigendem o noch strenger, so dass rechts von
o’ eine der beiden Bedingungen mit Sicherheit immer verletzt ist. Also gilt auch
im Bereich 0 < o < 7, dass die Wachstumsrate im Optimum grofler ist als die
gleichgewichtige.
Fiir 6 < 0 < 1 folgt ebenso, dass die Transversalitdtsbedingung und die Bedin-
gung fiir die Existenz eines steady states nicht gleichzeitig erfiillt sein kénnen.

Analog zu oben verlangt (33) fiir o”

1
p>n N 51_ QA) :
Bedingung (30) verlangt aber wieder genau das Gegenteil. In Abbildung 10 be-
deutet Existenz eines steady state bei Verletzen der Transversalitdtsbedingung,
dass ¢” einen Punkt unterhalb von p(o) festlegt, z.B. Punkt B. Mit fallenden
o wird die Transversalitdtsbedingung noch strenger, so dass wiederum eine der
beiden Bedingungen mit Sicherheit verletzt ist. Somit gilt: V*>Yfirg <o<1.

Zusammengenommen folgt

Y*>Y fiir o> 0.

50Herleitung sieche Anhang.
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Abbildung 10: Parameterwerte fiir yr=Y.

Die gleichgewichtige Wachstumsrate ist immer zu niedrig, weil die positiven ex-

ternen Effekte den negativen iiberwiegen.

5 Schluss

Das hier vorgestellte Modell verbindet die Vorziige aus zwei anderen Modellen.
Zum einen wird wie bei GROSSMAN & HELPMAN (1991a) Wachstum durch Qua-
litatsverbesserungen modelliert. Neue, qualitativ bessere Produkte ersetzen alte,
es kommt zu ,kreativer Zerstérung®“ im Schumpeterschen Sinne. Zum anderen
wird trotzdem die Struktur des Romer-Modells nicht aufgegeben. Das Modell lésst
sich in eine Form bringen, die dem Romer-Modell und damit dem neoklassischen
Solow-Modell sehr dhnlich ist. In diesen wichst das Sozialprodukt langfristig mit
der Rate des technischen Wissens. Hier wéchst es proportional zur Wachstums-
rate des Qualititsindex,® was natiirlich auch zunehmendes technisches Wissen
widerspiegelt. Das Modell passt damit besser als das von Grossman und Help-
man zu den empirischen Fakten, vermeidet aber gleichzeitig die Implikation des

Romer-Modells, dass keine Produkte iiberfliissig werden.

®1Siehe Gleichung (40).
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Referee s Appendix

Herleitung von Gleichung (6):

maxr — L (exp { / I ()] dy})a -/ e ()eai)d) — wLy.

Za(5)

onr 1
= Ly *aDy ! Dy —ps(5) =0
Lo (j) v v La(j

pw(j)l"@(j) =« L%/_OCD%

=Y

Y
To(5) = ———
@ Pw(])

Herleitung von Gleichung (7):

aY

Ta) (1) = pag) (1) Tag) (7) —rnzeg (7) = [pag)(F) —rn] zag (F) = (Arn—rn) o
N—— N—— m

=\r _aY
n —Arn

. 1
o) (j) =T =« (1 - X) Y.

Herleitung von Gleichung (8):

o

(1—a)Ly*Dy = wLy
(1—a)Y = wLy

Y

Ly = (]_ — O[)—.

Herleitung von Gleichung (11):
Ohne die Moglichkeit von Qualitétsverbesserungen, so dass ein Gut eventuell ob-
solet wird, wére der Wert eines Patents einfach der Barwert aller kiinftigen Ge-

winne, abgezinst mit dem (sicheren) Anlagezins r. Nun kann es in diesem Modell

34



aber sein, dass ein Gut durch ein qualitativ hoherwertiges ersetzt wird und es kei-
ne Nachfrage mehr nach ihm gibt. Ein Konkurrent macht eine Verbesserung mit
der Wahrscheinlichkeit I(t) pro Zeiteinheit. Diese Wahrscheinlichkeit legt somit
die Dauer der Marktfiihrerschaft fest und macht diese zu einer Zufallsvariablen.
Es tritt also Unsicherheit iiber die kiinftigen Gewinne ein. Gezeigt wird, dass ei-
ne Moglichkeit, diese Unsicherheit bei der Barwertberechnung zu berticksichtigen,
darin besteht, den sicheren Zins mit einem Aufschlag als Diskontierungsfaktor zu
verwenden. Dieser Aufschlag entspricht der Forschungsintensitit (t).

Bezeichne po(t, 7 + h) die Wahrscheinlichkeit (aus Sicht von Zeitpunkt ¢), dass
zwischen den Zeitpunkten ¢ und 7+h keine Innovation (eines Konkurrenten) statt-
findet. Es ist also die Wahrscheinlichkeit, dass der gegenwértige Qualitatsfithrer
dies auch in diesem Intervall bleibt und seine Monopolposition behélt. Teilt man
den Zeitraum (t,7 4+ h) gedanklich in zwei Intervalle (¢,7] und (7,7 + h), wo-
bei h ein sehr kurzer Zeitraum sein soll, dann ldsst sich diese Wahrscheinlichkeit
auch schreiben als po(t, 7+ h) = po(t, 7)po(7, T+ h). Hierbei wird unterstellt, dass
Forschungstétigkeit ein ,,gedéchtnisloser® Prozess ist. Die erfolglose Forschung
im ersten Intervall begiinstigt die im zweiten Intervall nicht. Das Gelingen einer
Innovation ist in beiden Intervallen unabhéngig voneinander. h sei per Annah-
me so kurz gewéhlt, dass in dieser Zeitspanne maximal eine Innovation moglich
ist. I(t)dt ist bekanntlich die Wahrscheinlichkeit fiir eine Qualitéitsverbesserung
im kurzen Intervall dt. pi(7,7 + h) = I(7) - h ist also die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Innovation im Intervall h, die Gegenwahrscheinlichkeit 1 — I(7) - h so-
mit die Wahrscheinlichkeit, dass keine Innovation in diesem Zeitraum stattfin-

det, po(7, 7 + h). Es folgt po(t,7 + h) = po(t,7)[1 — I(7) - h]. Umformen liefert

po(t, 7+h)—po(t,7)
h

nach der Zeit, also

= —po(t,7) - I(7). Die linke Seite entspricht der Ableitung von py

% — polt, ) - I(7). (47)

Gleichung (47) ist eine gewohnliche Differentialgleichung mit einer indefiniten
Losung po(t,7) = Ae™Ji 1) Fiir 7 = ¢ gilt po(t, ) = Ae® = 1. Die Wahrschein-
lichkeit, dass keine Innovation passiert, muss hier 100 Prozent betragen. Es folgt

A =1 und

po(t,7) = e I 1O,

Der (erwartete) Wert eines Patents ist nun der Barwert aller kiinftigen erwarteten
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Gewinne, wieder abgezinst mit r,

Py = [ OBl
t

wobei die erwarteten Gewinne in 7 den Gewinnen in 7, 7(7), multipliziert mit
der Wahrscheinlichkeit, in 7 noch Qualitétsfithrer zu sein, entsprechen: E[r(7)] =
7(T) - po(t, 7). Es folgt

PA(t):/ e—ffr(S)dsW(T).e—fff(s)dsdT:/ e IO EMds (Y qr (48)
t t

Herleitung von Gleichung (12):

Pa(t) = / e TN w (7 dr
t

Pu(t) = —e Jilr@Hedsay / h o TIPS 1 (Y n(4) 4 1(8)]dr
Pu(t) = —m(t)+[r(t) + I(t)] /Oo o~ [TEGHONs () g

. ) —Pa(t) .

Pa(t) = —7m(t)+[r(t) + I(t)]Palt)

r(t)Pa(t) = 7T(t)+PA(t) I(t)Pa(t).

Herleitung von Gleichung (14):

P 1\ Y
4 = r—i—[—a(l——)—
A

Py A
. (1 )Y 1 1\ VY
= r+——Ul-a)=——« — = =
\a PA/ A PA
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Herleitung von Gleichung (19):

plt) = c(t)7e”

fult) = —oc(t) "7 e +e(t) e (=p) = —r(u(t)
~ole () = —r(ou)
) )= p()
4= oty o
Herleitung von Gleichung (22):
L . 1 (L
i RO ()
L 1 1 L 1
1= - 1 L 1 .
' L“(l_i)gl—@)_ T l-a)a a(l_i)[Y(a—l)er]
Lo a(gl__f))g— Ei:aimo—nw

Herleitung von Gleichung (25):
1 .
Dy = exp{/ In (A" zq;) ()] dj}
0
1
InDy = / In [X"zq ;) (5)] dj
0
1
N / (I XD+ Inwq) (7)] dj
" 1
— [ 2 madi+ [ g G
0 0

1 1
= ln)\/ Q(j)dj—i—/ In zq;(7)dj
0 0

dln Dy L 20 dfy nwa ()d)
dt dt dt

Il
o
b-<

|
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~

Auf der rechten Seite gilt: zqe;)(j) = % = z und somit im steady state £ =Y.
d [ mzqe) (G)di dfimzdi  dne s Y
—J0 —22G kann umgeformt werden zu &0 o = =r=Y.

dt
Fiir den anderen Term gilt Folgendes: d fol Q(j)dj ist gemaB (4) gleich Idt. Beides

einsetzen liefert (25)
Dy =IlnA+Y.

Beweis, dass fiir 0 > 1 Bedingung (21) immer erfiillt ist:

~

p > (1-0)Y
alo—1)InA [ a(1-1) L]
[1—%4a(c—1)InA] P '
afc—1)InA alc—1Dnda(l-1
P [1—%(—%&(0)— 1)ln)\}p - _[1 —(%—Foz)((f—l)gn)\} 21)
1— a(a—l)lnka(l—%)%
P [1-%+a(c—1)InA] - _[1—%+a(0—1)ln)\}(1—a)
o*(oc—1)lnX (1-1)L

’ (-2 (1-a)

p >

L
a

a)

>R

Der Zahler ist strikt positiv fiir ¢ > 1. Der Nenner ist ebenso gréfler als null.
Damit wird der gesamte Ausdruck auf der rechten Seite negativ. Weil fiir p per
Annahme nur positive Werte zuléssig sind, ist Bedingung (21) fiir 0 > 1 immer

erfillt.

38



Herleitung von Gleichung (32):

g —— § I
1 -«
I p—
l—-a
al—35) L (1-a)o—1) o 1-a
' —a T, 1_a 1_af
) ) )
- — 1)1 1-3)L 1-
v 1+&(0 )HA} T [Cz( VL ap]
-5 l-a] 1-% a 1-%
1< —1)In A 1\ L
atale-1n = InA a all—-—|=—=(1—-a)p
1-% 1-a)(1-5%) A oa
Y _ aln A

[1-%+4a(c—1)n)\ (1-a)

Fe-2)s0n)
o aln [a( -Hr ]

[1-%4+alc—1)A] | (1-a) a ’

Herleitung von Gleichung (33):

~

p > (1-0)Y

(1—0)aln A [a(l—%)é
[1-%4a(c—1)nA] a
1-¢ . (1—o)aln) a(l-3)L
1-2+a(c—1)nAl [1-%4a(c—1)hA (1-a) a

p

T
Wenn 1 — ¢ +a(oc —1)In X > 0, dann folgt

?(1—o)lnA(1-1)
(1-%)(1—-w
Andernfalls — 1 — ¢ +a(c —1)In A <0 - gilt

>

a*(1—o0)In
1-%)a
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1—-$+a(c—1)InA gréfer (kleiner) 0 ist dquivalent zu o grofer (kleiner) &, wie

eine einfache Umformung zeigt.

Herleitung der Geraden [1:
Zunichst wird die gleichgewichtige Forschungsintensitét I berechnet. Einsetzen
von (32) in (26):

l—a 1 -~
o Al
B 1-a [a(1—§) L ]

[1-%+a(c—1)n)] P

Im Forschungssektor kann maximal die gesamte, zur Verfiigung stehende Arbeit
eingesetzt werden, also I < % 0 < & bedeutet, dass der Nenner im Bruch der

letzten Gleichung negativ ist. I < % lasst sich Umformen zu

1
a(l——)—(1—a)p%21—%+a(0—1)ln/\

A
bzw.
a . _a(l-3)—-[1-%+a(c—1)nA] a
pr=P< T (11— o)A (49)
An der Stelle 0 = 0 lautet die Transversalitdtsbedingung (33)

a?Inh (1- 1)
(-5 (1—a)

Diese Bedingung ist an der Stelle o = 0 stérker als die in Ungleichung (49):

(50)

p <

< In\—1
(—%)(1—@) 11—«
alnA[a(1—§)_1] -
1 -« -5
aln\ > 1—%.

Die letzte Ungleichung ist erfiillt, weil fiir & nur Werte groler als null hier iiber-
haupt in Betracht kommen. ¢ = (alnA — 1 + a/A)/(alnX) > 0 impliziert
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aln A > 1—a/A. Der Ordinatenabschnitt in Abbildung 5 ist somit fiir die Trans-
versalitdtsbedingung niedriger. Aufferdem schneiden sich beide Geraden im Punkt
(7;a(1—3)/(1—a). Fiir die Transversalititsbedingung wurde dies bereits gezeigt.
Fiir die Gerade I an der Stelle & gilt

™

o 1-=
—(1-1 2 )llnA—1
= 1—a< +(xln)\) nA

-5 a(l-3)
< 1—a_1_ l—a

™

Fiir 0 < 0 < 1 gilt analog p > = (1 —0)In A — 1. Weil die Steigung dieser Re-
striktionsgeraden steiler ist als die der Transversalitédtsbedingung, ist hier direkt
ersichtlich, dass die Transversalitdtsbedingung stérker ist als diese Restriktion.
Insgesamt ist fiir den gesamten Bereich 0 < o < 1 die Transversalitdtsbedin-
gung eine stirkere Restriktion als die durch die Bevolkerungsgrofle auferlegte.

Die Letztgenannte wird durch die Erste impliziert.

Herleitung von Gleichung (35):

Das statische Maximierungsproblem des sozialen Planers zu jedem Zeitpunkt
besteht darin, das vorhandene Kapital so auf die einzelnen Produktlinien aufzu-
teilen (und damit die eingesetzten Mengen an Kapitalgiitern festzulegen), dass

der Output des Endproduktes (bzw. der Logarithmus davon) maximiert wird:

1
max InY = (1 —a)lnLy + a/ [Aﬂ(j)xﬁ(j)(jﬂ dj
0

za(y) (9)
1 1
s.t./ K(j)de/ nza (j) = K.
0 0

Die Lagrange-Funktion lautet

L=(1-a)lnLy + a/ol (N D20 ()] & — ¢ Uol nrag) (j) — K] .

Aus den Optimalitatsbedingung (0L/0xq(;)(j) = 0) fiir zwei beliebige Giiter j

und j' folgt xqg;)(j) = a/(én) = xqj(j'). Die eingesetzte Menge eines Gutes ist

also fiir alle Giiter gleich, z(j) = =.

Der Kapitalstock in der Okonomie ergibt sich dann als K = fol K(j)dj = fol nroy)(7)dj =
ne.
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Umformen der Produktionsfunktion liefert %2

1 «
Y = LI (exp{ / In [A* 05 (5)] dj})
0
1 A 1 :
— Lo (exp {/ In \*W)dj + 1H$Q(j)(j)dj})
0 0
1 1 “
= i (oo [[otmrg+ [ mog})
0 0
1 e
= Lia® <exp {hl)\/ Q(j)dj})
0
o K a 1 o «a
= L= expsInA [ Q(j)dj :
n 0

N
-~

A

Einsetzen von (L — al) fiir Ly ergibt schlieBlich

Y = (L —al)'™™ (%)QM.

Herleitung von Gleichung (44):

~ (20— 1 Y
Y(Oé —0) = p—é-a——]ln/\

« CQ A

~ (20 —1 (L—al)AInX\ aY
Y - = p— — —1IlnA\
( o U) P a(l—a)Y A N
~ (20 —1 alln A o)
Y — = p————+1In) -1
(o) e ()
~ (20 —1 aLln  (1-a)Y . 20—1
% — - p— In A
( a U) P a(l—Oz)+ alnx 1-a
~ [ 200—1 200 — 1 aLln A
v P = p-
a a a(l — «)

poo (e L)
c\l—a a

52Es werden - wie gezeigt - nur die hochsten Qualititen produziert.
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Herleitung von Gleichung (45):
Einsetzen von (34) und (44) in Y* > Y ergibt:

1 faln\L 1 |a(1-1HL
— ——p)>— ——p
c\l—aa o—ad | (1-a) a

Multiplizieren auf beiden Seiten mit ¢ und a/L ergibt (45).

Herleitung von Gleichung (46):

In \ 1 [a(1=1%) ]

aln PN _ a( )\)_~
1 -« 1—-0 1 -«

aln\ aln A [a(1-1 :

A— -
aln 1_(1(1—5) - ﬁ(l_glnj)
1—OZ _X 1_X

Mit alnA/(1 —a/X) = 1/(1 — ) folgt:

alnl 1—a o
a P -
l—al-=% 1—-0
1 > —0
- ~ "i-5
Berechnung von oy _y.:
V' =Y
1 faln AL B aln A
s\1—aa ") = [1—-%4a(c—1)nA]

o —% L
i

B 1 aoln A
Stafc—1)InAx| P I-%+alc—1)nA
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aln\ L
(1-a)a

1
-[1—§+aa(ln/\—1+x) —aln/\} =

p
1 al—a o
aa(ln/\—l—i—x) = (pfaln/\_l) (1—X—a1n)\)
B ( 1—a_1) 1—%—041n)\.
a(lnr—1+1)

Oy =y=

Berechnung von p(c'):

Einsetzen von ¢’ in die Transversalitdtsbedingung (33):

) a?(1—o") (1= 1) Inx
p < (1-9)(1-a)
2 ~1-a (1=5am))
o [1 — (Pars - 1) W} (1 _ 1) In \
(1-9)01-a) A
[t o
= ( — %) (1—a)

Weil In A > 1 — 1/) (siehe Abbildung 8) gilt, folgt:

ﬁ(l—%)(l—a)(ln)\—l—i—%) < a[l—a—(l—%—aln)\)ﬁ;;li]
,5(1—%)(1—04)(1HA—1+§> < a(l-a) l1—<1—%—alm>al’fu}

1
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ﬁ(l )\)(ln)\—1+i)+ﬁ<1—x—(xln)\><1—§) < (1(1—%)1n)\
,5{(1 A)(lnA—H ) <———a1n)\)(l—§)} < a(l—%)lm)\
F1—a)ln) < a(1—§)1nA

5 < 0451_—5)

Anmerkungen zur Produktionsfunktion von Y:

1. Beweis, dass im Endproduktsektor konstante Skalenertriage vorliegen:

«

()

1
Y =Ly [ exp / In Z Xz, (7)) | dj
Multiplikation sémtlicher Inputs mit dem Faktor 6:

) :
(OLy ) | exp /ln Z@)\wxw(j) dj
0 w=1

e

916)]

1 1
= "L exp / Ind dj + / In ZMW dj
0

1 o Q)
= 0Ly (exp{/ In 6 dj}) exp / In Zz\“’xw )| dj
0

«

e

L Tew)
= 6" LY (exp {In6 })* [ exp / In | D Xwu(5)| dj
0 w=1
L Tem) *
= 0Ly | exp /ln Z)\w«%’w(j) dj
0 w=1

= 0Y
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2. Zur Substitutionselastizitit zwischen Kapitalgiitern aus dem gleichen Sektor.
Untersucht wird die Substituierbarkeit zwischen der hochsten (€2(j)) und der
darauf folgenden Qualitéit (Q ( j)) eines Sektors. Gewinnmaximierung verlangt:

max pyY s.t. fo 1 pw z,(7)dj = B. Aufstellen der Lagrange-Funktion:

) “
L=Ly | exp / In Z)\wxw(j) dj +e / pr )z, (j)dj — B
0 w=1

Ableiten nach zq(;)(j) und nach zq_, ;) (j):

oL 220()

By = v D% : + epa)(j) =0
Oroy () TS heg, (5) 2) (/)

SN ) ) — + epa_,(j)(j) = 0.
dra () Y TS0 o () v

Aus diesen beiden Bedingungen folgt:

Poi)(3) = Apa_, ;) (7).

Wenn also die Preise dieser Relation entsprechen, dann werden beide Giiter in
gleicher Menge eingesetzt. Bleibt der Preis des besten Gutes marginal darunter,
dann wird vom direkten Nachfolger nichts mehr in der Produktion von Y einge-
setzt. Die Substitutionselastizitét ist also unendlich grof3. Die im Modell gemachte
Annahme, dass die Hersteller des Endproduktes bei Giiltigkeit obiger Gleichung

immer die bessere Qualitdt wéhlen, ist also gerechtfertigt.

3. Zur Substitutionselastizitdt zwischen Kapitalgiitern aus verschiedenen Sekto-
ren.

Wie oben gezeigt wird immer nur die hochste Qualitédt einer Produktlinie im
Endproduktsektor verwendet. Die Produktionsfunktion lasst sich dann schreiben
als Y = Ly @ (exp {ln)\fo J)dj + fo Inza)(J )dj})a. Die Lagrange-Funktion

lautet

L= <exp {lnA /0 Q) + /0 In xn(j)(j)dj} >a+e { /0 oy (eal)d - B

(. S

=Dy
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Ableiten nach zq;)(j) und nach zqg(j') ergibt:*

oL 1
=Ly Dy —— +ep(j) =0
Y Y l'(j) ()

dz(j)
oL 1 1
— —Q D* (e -/ — 0
o) - P i Y
Daraus folgt ;”((j/)) = % und eine Substitutionselastizitit

537Zur besseren Ubersichtlichkeit der Darstellung kiirze ich im Folgenden die Schreibweise: mit
x(j) ist zq(;)(J) und mit p(j) ist po(;)(j), also immer die Menge und der Preis der hochsten

Qualitét, gemeint.
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